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Аннотация. Актуальность и цели. Развитие математических моделей, используемых 
при проектировании инфотелекоммуникационных систем, обусловлено повышением 
требований к теоретическим методам проектирования современных средств автома-
тизации. Объектом исследования является методика вывода аналитических выраже-
ний вычислений времени выполнения действий в стохастической сети PERT. Пред-
метом исследования являются методика аналитического расчета продолжительности 
параллельно-последовательной обработки запроса элементами системы с независи-
мыми равномерно распределенными случайными продолжительностями действий. 
Цель работы – совершенствование методов расчета вероятностно-временных харак-
теристик инфокоммуникационных систем. Материалы и методы. При выводе функ-
ций распределения вероятности и плотности вероятности временных характеристик 
применены методы теории вероятности. Результаты. Приведены схема вывода фор-
мул при небольшом количестве параллельных и последовательных действий по об-
работке запросов, а также формулы функций вероятности и плотности вероятности 
трех параллельно-последовательных независимых равномерно распределенных слу-
чайных величин. Выводы. Полученные аналитические выражения значений продол-
жительности параллельно-последовательно выполняемых действий по обработке 
данных инфокоммуникационной системой повышают адекватность оценки ее веро-
ятностно-временных характеристик. 
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плотность вероятности, функция распределения, параллельно-последовательная об-
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Abstract. Background. Improving the adequacy of mathematical models used in the design 
of infotelecommunication systems is due to the increased requirements for theoretical 
methods for designing modern automation tools. The object of the study is an analytical 
method for calculating the execution time of actions in the PERT stochastic network. The 
subject of the study is the method of analytical calculation of the duration of parallel-
sequential processing of a request by system elements with independent uniformly distrib-
uted random durations of actions. The purpose of the work is to improve the methods for 
calculating the probabilistic-temporal characteristics of infocommunication systems. Mate-
rials and methods. When deriving the probability distribution functions and the probability 
density of temporal characteristics, methods of probability theory were applied. Results.  
A scheme for deriving formulas for a small number of parallel and sequential actions for 
processing requests, as well as formulas for the probability and probability density func-
tions of three parallel-sequential independent uniformly distributed random variables are 
given. Conclusions. The obtained analytical expressions for the duration values of parallel-
sequentially performed actions for data processing by the infocommunication system in-
crease the adequacy of the assessment of its probabilistic-temporal characteristics. 
Keywords: independent uniformly distributed random variables, probability density (PDF), 
distribution function (CDF), parallel-sequential processing, PERT, infocommunication  
system  
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Введение 
При проектировании и модернизации инфокоммуникационных систем 

необходимо обеспечить улучшение расчетных методов оценки вероятностно-
временных характеристик предлагаемых технических решений. Расширение 
области использования теоретических методов анализа рисков принимаемых 
решений стимулирует усовершенствование методов расчета характеристик слу-
чайных величин на основе теории вероятности, в частности поиск более адек-
ватных функций их распределения. Общеизвестным аппаратом расчета ком-
плексных параметров многоузловых систем обслуживания являются сети PERT. 

Стохастические сети PERT являются разновидностью ациклических 
направленных графов со стохастически определенными весами дуг. Они  
традиционно используются в оценках продолжительности работ и бизнес-
процессов [1–3]. Cети PERT применяются в информатике для оценки произ-
водительности параллельных программ [4–6], в расчетах временных пара-
метров распространения сигналов в цифровых схемах [7], в оценках произво-
дительности процессов обработки сообщений [8], в определении вероятност-
но-временных характеристик информационно-телекоммуникационных си-
стем1 [9] и в других приложениях. 

 
1 ГОСТ 34.602–89. Техническое задание на создание автоматизированной си-

стемы.  
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Дуги сети PERT представляют действия, которые в общем случае име-
ют случайную продолжительность с соответствующим распределением веро-
ятностей. Все действия предполагаются независимыми друг от друга. Узлами 
(событиями) сети обозначаются технологическая упорядоченность этих дей-
ствий, начало и окончание действия. Все действия должны быть завершены 
при входе в узел, до начала действий, выходящих из узла. В сети есть один 
узел-исток, из которого дуги только выходят, и один узел-сток, в который 
дуги только входят. 

Сети PERT используются для определения критического пути [9], вме-
сте с тем важен также расчет продолжительности всей сети. Функции распре-
деления продолжительности сети несложно определить методами теории ве-
роятности, но аналитические формы известны только для наиболее простых 
сетей. При расчете временных параметров больших сетей используется ос-
новная предельная теорема теории вероятности, и в этом случае применяется 
нормальный закон распределения. О недостатках такой аппроксимации напи-
сано много работ [1, 10]. Аппроксимация функций распределения нормаль-
ным законом длительности сети приводит к количественным и качественным 
искажениям из-за определения функции Гаусса на интервале [–∞, +∞]. С тео-
ретической точки зрения это вполне приемлемое решение, однако на практи-
ке сложно обосновать наличие вероятности малых и больших значений слу-
чайной величины, «хвостов» нормального распределения, исходя из физиче-
ской интерпретации случайных величин. 

Сложности точного аналитического расчета функций распределения 
продолжительности сети обусловлены существенным увеличением количе-
ства параметров и сложностями их функциональных зависимостей при уве-
личении количества действий. Основными ограничениями на использование 
кусочно-полиномиальных функций для описания функции распределения 
продолжительности сети являются существенное (пропорционально числам 
Стирлинга) увеличение количества временных подынтервалов и соответ-
ствующее увеличение громоздкости формул, особенно при записи на бумаж-
ный носитель, при увеличении количества действий. 

В статье [11] предложено распределение вероятности продолжительно-
сти сети и субсетей описывать кусочно-полиномиальными функциями, одна-
ко аналитические зависимости для таких функций от временных параметров 
действий и взаимосвязей этих действий в более общем случае не определены. 
Более удобным для практического использования является комбинированное 
описание продолжительности действия суммой детерминированной и слу-
чайной составляющих с равномерным законом распределения [12]. Развитие 
исследований в этом направлении позволит получить более общие аналити-
ческие средства для повышения адекватности оценки характеристик продол-
жительности действий.  

Материалы и методы 
Аналитическое определение функций распределения вероятности FN(t) 

и определение плотности вероятности fN(t) распределения продолжительно-
сти сети N действий позволяют наиболее полно определять характеристики 
случайной величины (СВ) недетерминированной составляющей продолжи-
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тельности действий [13]. Функции FN(t) и fN(t) N независимых равномерно 
распределенных СВ для расчета продолжительности последовательно [14] и 
параллельно [12] выполняемых действий определены для достаточно общих 
случаев. Вероятность завершения субсети, когда завершатся все параллель-
ные действия, определяется произведением вероятностей завершения парал-
лельных действий: FN(t) = F 1(t) F 2(t)… F n(t), либо как закон распределения 
максимума N СВ [15]. Вероятность завершения последовательно исполняе-
мых действий FN(t) и fN(t) определяется через свертку, например: 

( ) ( ) ( )1 2
0

2 .
t

f t f u f t u du= −  

Плотность вероятности и функция распределения рассматриваемых СВ: 

( ) ( ) ( )1 1 1
1 1

1 ;f t H t a H t b
b a

=  − − −  −
 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1
1 1

,tF t H t a H t b H t b
b a

=  − − −  + − −
 

где ( ) 0,  0;
1, 0 ,

t
H t

t
≤

=  <
 – обобщенная функция Хевисайда, или единичная сту-

пенчатая функция. 

Результаты  
Методика решения сформулированной задачи заключается в следую-

щем порядке действий. При исследовании параллельно-последовательной 
сети для последовательно выполняемых действий используется равномерное 
распределение Ui[ai; bi]. Формулы вероятности завершения субсети парал-
лельно выполняемых действий FPJ(t) и fpJ(t), 1, ,j J=  I J N+ = , определя-
ются в первую очередь. Более общие формулы для сети определяются как 
сумма СВ с ранее определенным общим распределением, в частности FPJ(t), 
с равномерным распределением, при этом используется свойство [16]: 

 ( ) ( ) ( )1
1

n n nf x F x a F x b
b a+ =  − − −  −

.  (1) 

Например, для сети из субсети c двумя параллельными и одним после-
довательным действиями определяется FP2(t) [12], затем  

( ) ( ) ( )3
3

13 2 2f x FP x FP x b
b

 = − −    

и далее ( ) ( )3 3F x f x dx=   (рис. 1). 

Пусть в субсети с параллельными действиями СВ времени завершения 
j-го действия независима и имеет равномерное распределение tj ∈ [aj; bj],  
0 ≤ aj , aj < bj. Параллельно выполняемые действия начинаются одновременно 
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при t = 0. В интервале [0; amax], где max
1,

max j
j J

a a
=

= , субсеть параллельно вы-

полняемых действий достоверно не завершается, пока не могут завершиться 
все действия субсети. Завершение возможно с вероятностью FPJ(t) на интер-
вале [amax; bmax], где max

1,
max j
j J

b b
=

= . При t > bmax субсеть параллельно выпол-

няемых действий достоверно завершится.  
 

U2(a2, b2)

U3(a3, b3)

U1(a1, b1)

Субсеть

Сеть  
Рис. 1. Сеть из субсети c двумя параллельными  

и одним последовательным действиями  
 
Границы подынтервалов кусочно-полиномиальных функций FPJ(t) и 

fpJ(t) определяются значениями bj , j = 1,…,J. Положение границ подынтерва-
лов упорядочено по возрастанию, наибольшее значение совпадает с bmax. Для 
определения порядка следования границ подынтервалов используется массив 
bb(K), полученный сортировкой массива b(J) по убыванию значений элемен-
тов. Переменная K ≤ J – количество перекрывающихся подынтервалов субсе-
ти. При сортировке bb(K) в массиве индексов I(K) сохраняются соответству-
ющие номера параллельных действий. 

Простейшая рассматриваемая параллельно-последовательная сеть со-
стоит из субсети из двух параллельных действий с U1[a1; b1] и U2[a2; b2] и по-
следовательного действия U3[a3; b3]. Из [12] следует: 

( ) ( )1 2
max min

1 2
2( )FP t H t a H t bθ θ

 = − − − + ϑ ϑ
 

( ) ( ) ( )1
min max max

1
.H t b H t b H t bθ

 + − − − + − ϑ
 

Согласно (1) получаем 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1
max min min max

3 1 2 1

13( )f t H t a H t b H t b H t b
b

 θ θ θ
   = − − − + − − − +    ϑ ϑ ϑ

 

( ) ( )( ) ( ) ( )1 3 1 3
max 3 max 3 min

1 2

b b
H t b H t b a H t b b

θ − θ −
 + − − − − − − − − ϑ ϑ
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( ) ( ) ( ) ( )1 3
3 min 3 max 3 max

1
,

b
H t b b H t b b H t b b

θ −  − − − − − − − − −  ϑ 
 

следовательно, 

( ) ( ) ( )
3 3

max 2 2max 1 2
max 1 2 max

3 1 2

13( )
3 2

H t a t a a aF t t a a a t a
b

  − − += − − + − +  ϑ ϑ    
 

( ) ( ) ( )( )
3 3

min 2 2min 1 2
min 1 2

1 2
1

3 2
H t b t b a a t b a a t bb

 − − ++ − + − − − + 
ϑ ϑ   

 

( )( ) ( ) ( ) ( )
2 22 2

max maxmin
1 min 1 max

1 1

1
2 2

H t bb H t b t bt b a t b a t b
  − − −−+ − − + − + − +  

ϑ ϑ      
 

( )( ) ( ) ( )33
3 max 3 max

max max
1 2 3

H t b a t b a
H t b t b

− − − +
+ − − − −

ϑ ϑ 
 

( )( ) ( )( )( )221 2 3
3 max 1 3 2 3 3 max

2
2

a a b t b a a b a b t b a+ + − − + + + + − − +
 

( ) ( ) ( )( )
33

23 min 3 min 21 2 3
3 min

1 2

2
3 2

H t b b t b b a a b t b b
− − − + + ++ − − + +

ϑ ϑ 
 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )22
3 3 min

1 3 2 3 3
1

1
1

2
H t b bb t b b

a b a b t b bb
− − − +
+ + + − − + − + ϑ 

 

( )( ) ( ) ( )22
3 max 3 max

1 3 3 min
1 2

H t b b t b b
a b t b b

− − − +
+ + − − + − ϑ 

 

( )( ) ( )( )}1 3 3 max 3 max 3 max ,a b t b b H t b b t b b− + − − − − − − −  

где  

( )( )1 1 ,t a Iθ = −  ( )( )2 2 ,t a Iθ = −   

( )( ) ( )( )1 1 1 ,b I a Iϑ = −  ( )( ) ( )( )2 2 2b I a Iϑ = −  – 

вспомогательные переменные; min
1,

min j
j J

b b
=

= . 

Формулы для плотности вероятности продолжительности сети из двух 
параллельных и двух и более последовательных действий также определяют-
ся с помощью формулы (1). Формулы для трех параллельных [12] и последо-
вательных действий определяются аналогично. В тексте статьи не приводятся 
эти формулы из-за их громоздкости.  
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Формулы для вычислений при больших значениях N, I, J можно полу-
чить обобщением вышеприведенных выражений для N = 3.  

Обсуждение 
Пример 1. В системе поддержки принятия решений лицо, принимаю-

щее решение, формулирует решение на основании сообщений от первого и  
от второго источников. Сообщение от первого источника поступает через  
2,5 ± 1,5 условных единиц времени (уев), от второго – через 2 ± 1 уев, латент-
ное время на выработку решения – 3 ± 0,5 уев. Следовательно, решение мо-
жет быть выработано не ранее 2,5 + 1 уев и не позже 3,5 + 4 уев. На рис. 2 
приведены графики функций fp2(t), FP2(t) для субсети двух параллельных  
действий с интервалами неопределенности завершения действий U1(1; 4), 
U2(1; 3) и последовательного действия с интервалом неопределенности за-
вершения действия U3(0; 1); графики для сети двух параллельных действий 
f2(t) с распределениями U1(1; 4), U2(1; 3); графики функций f4(t), F4(t) для 
субсети двух параллельных действий с интервалами неопределенности за-
вершения действий U1(1; 4), U2(1; 3) и двух последовательных действий с ин-
тервалом неопределенности завершения действия U3(0; 1) и U4(0; 2).  

 

 
Рис. 2. Графики функции для двух параллельных и одного  

и двух последовательных действий 
 
Пример 2. Три фрагмента программы выполняются одновременно на 

трех процессорных элементах, результаты их работы объединяются для  
дальнейшей последовательной обработки. Продолжительности выполнения  
параллельных фрагментов программы имеют равномерное распределение 
U1(1; 3), U2(1; 4), U3(1; 2) уев, время последовательной обработки U4(0; 4) уев. 
Графики функций fp3(t), FP3(t) для субсети трех одновременно выполняемых 
фрагментов программы с интервалами неопределенности завершения  
U1(1; 4), U2(1; 3), U3(1; 2) уев и общего времени f4(t), F4(t) параллельной и 
последовательной обработки с интервалом неопределенности завершения 
U4(0; 4) приведены на рис. 3. 

Приведенные примеры иллюстрируют простоту и прозрачность расчета 
длительностей действий с равномерным законом распределения длительно-
стей отдельных действий.  
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Рис. 3. Графики функции для трех параллельных  

и одного последовательно исполняемых фрагментов программы 
 
Исходные данные задаются общепринятыми в практике проектирова-

ния систем параметрами и дополнительного обоснования не требуют. Резуль-
таты расчетов граничных значений распределения продолжительности сети 
также очевидны без дополнительных обоснований. Численные значения за-
конов распределений СВ по приведенным формулам могут быть получены  
с необходимой точностью без затруднений на ЭВМ. 

Заключение 
Разработана методика вывода аналитических выражений функций ве-

роятности и плотности вероятности продолжительности параллельно-после-
довательно исполняемых действий стохастической сети PERT, приведены 
формулы для трех параллельно-последовательных независимых равномерно 
распределенных случайных величин продолжительностей действий. Полу-
ченные аналитические выражения значений продолжительности параллель-
но-последовательно исполняемых действий по обработке данных инфоком-
муникационной системой позволяют вычислять вероятностно-временные ха-
рактеристики с требуемой высокой точностью. Использование равномерного 
закона (только два используемых на практике параметра) для задания и вы-
числения продолжительностей действий облегчает обоснование модели, тем 
самым улучшает качественные и количественные результаты. 
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